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Введение
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèß ïðîèçâîäñòâà â ñåòè ïðåäñòàâ
ëßåò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ â ýêîíîìèêå. Ïðè ïëàíèðîâàíèè ðàçâèòèß
ïðîèçâîäñòâà ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìàëü
íîãî ðàçìåùåíèß ïðåäïðèßòèé. Âî ìíîãèõ ñëó÷àßõ òàêèå çàäà÷è ßâëß
þòñß âåñüìà ñëîæíûìè è òðåáóþò ïðèìåíåíèß ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêî
ãî ìîäåëèðîâàíèß, ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàììíîãî
îáåñïå÷åíèß. Èññëåäîâàíèþ òàêèõ çàäà÷ ïîñâßùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò [1].
Â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ ìîæåò ñëóæèòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïàðàìåò
ðîâ  ýòî óñëîæíßåò çàäà÷ó, âåäü íå âñåãäà ïîíßòíî êàêèå êðèòåðèè
áîëåå âàæíû. ×àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþòñß çàäà÷è ðàçìåùåíèß ïóíêòîâ
ïðîèçâîäñòâà îäíîãî âèäà ïðîäóêöèè, à â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ îïòèìàëü
íîñòè, êîòîðûå ñëåäóåò ìèíèìèçèðîâàòü, áåðóòñß ðàññòîßíèß îò ïóíêòîâ
ïðîèçâîäñòâà äî ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèß. Â êà÷åñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëü
íîñòè, ñîãëàñóþùåãî ýòè êðèòåðèè, ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü îïòèìóìû ïî
Ïàðåòî, ñóììà ðàññòîßíèé, ìàêñèìóì èç ðàññòîßíèé. Îïòèìèçàöèß ïî
ïðèíöèïó ìèíèìóìà ñóììû ñâîäèòñß ê çàäà÷å î ïîèñêå ìåäèàí ãðàôà,
à îïòèìèçàöèß ïî ïðèíöèïó ìèíèìóìà ìàêñèìóìà  ê çàäà÷å î ïîèñêå
öåíòðîâ ãðàôà [2]. Òàêæå â [2] ðàññìàòðèâàþòñß 𝜆−öåíòèäàíòíûå ïîñòà
íîâêè çàäà÷è, ñîâìåùàþùèå çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè ìàêñèìóìà è ñóììû
êðèòåðèåâ.
Ïîäîáíûå çàäà÷è ßâëßþòñß çàäà÷àìè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèß, äëß êîòîðûõ âîçìîæíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû òî÷
íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß. Àëãîðèòìû ïîèñêà ìåäèàí è öåíòðîâ,
ïðåèìóùåñòâåííî îñíîâàííûå íà ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö, ðàññìîòðåíû
â [3].
Â äàííîé ðàáîòå ñòàâèòñß ìíîãîêðèòåðèàëüíàß çàäà÷à, êîòîðàß
îáîáùàåò çàäà÷ó èç [2]: èìååòñß íåñêîëüêî âèäîâ ïðîäóêöèè, êàæäûé
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èç êîòîðûõ íåîáõîäèì â ïóíêòàõ ïîòðåáëåíèß, íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü
íåñêîëüêî ãðóïï çàâîäîâ, ïðîèçâîäßùèõ ðàçëè÷íûå âèäû ïðîäóêöèè.
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèß ìíîãîêðèòåðè
àëüíîé çàäà÷è ðàçìåùåíèß, ïðåäñòàâëßþùèå ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê çàäà
÷å(àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö, òàêæå àëãîðèòì,
áàçèðóþùèéñß íà àëãîðèòìå äëß ïîèñêà 𝑝-öåíòðîâ), âûßñíßþòñß èõ äî
ñòîèíñòâà, íåäîñòàòêè è îãðàíè÷åíèß. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû âûïîëíå
íà ïðîãðàììíàß ðåàëèçàöèß ýòèõ ìåòîäîâ íà ßçûêå ïðîãðàììèðîâàíèß
Ñ++, ïîçâîëßþùàß ïðîâåðèòü ýôôåêòèâíîñòü è ïðîâåñòè áîëåå äåòàëü
íîå ñðàâíåíèå.
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1 Постановка задачи
Ïóñòü èìååòñß ìíîæåñòâî ãîðîäîâ, ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé äî
ðîãàìè. Äàííóþ ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà 𝐺 = (𝑋,𝑌 ), 𝑋  ìíîæåñòâî âåðøèí, 𝑌  ìíîæåñòâî äóã. Âåð
øèíàìè 𝑥 ∈ 𝑋 áóäóò ßâëßòüñß ãîðîäà, à äóãàìè (𝑦1,𝑦2) ∈ 𝑌  äîðîãè
ìåæäó ãîðîäàìè. Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû 𝑋 = {1, . . . , 𝑃}.
Íà äóãàõ çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàß âåùåñòâåííàß ôóíêöèß ñòîè
ìîñòè òðàíñïîðòèðîâêè òîâàðîâ, îáîçíà÷èì åå 𝑐(𝑦1,𝑦2). Ïîìèìî ýòîãî,
ñóùåñòâóåò 𝑁 ðàçëè÷íûõ òîâàðîâ, êîòîðûå ïîòðåáëßþòñß ãîðîäàìè â
îïðåäåëåííîì êîëè÷åñòâå, ò.å. êàæäîé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð
𝑥𝑖 = (𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑁), 𝑥𝑖𝑗  ïîòðåáëåíèå 𝑖-ûì ãîðîäîì 𝑗-òîãî òîâàðà.
Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü 𝑀 ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà òîâàðîâ. Ïóñòü
ìíîæåñòâî çàâîäîâ 𝑍 =
⋃︀𝑁
𝑖=1 𝑍𝑖, ãäå 𝑍𝑖  ìíîæåñòâî èç 𝑚𝑖 çàâîäîâ, ïðî
èçâîäßùèõ 𝑖-þ ïðîäóêöèþ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, â êîòîðîì âîç
ìîæíî ðàçìåùåíèå ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà â ãîðîäàõ  âåðøèíàõ ãðàôà.
Ïðè÷åì â îäíîì ãîðîäå íå ìîæåò íàõîäèòüñß áîëåå îäíîãî çàâîäà.
Äëß ðåøåíèß íàøåé çàäà÷è ïîëåçíî çíàòü 𝑐𝑖𝑗  ñòîèìîñòü òðàíñ
ïîðòèðîâêè åäèíèöû òîâàðà èç ïóíêòà 𝑖 â ïóíêò 𝑗. Ôóíêöèþ ñòîèìî
ñòè òðàíñïîðòèðîâêè ïðîäóêöèè áóäåì ñ÷èòàòü ëèíåéíîé ïî êîëè÷åñòâó
òðàíñïîðòèðóåìîãî òîâàðà: 𝑐𝑖𝑗𝑥  ñòîèìîñòü òðàíñïîðòèðîâêè 𝑥 òîâàðà
èç ïóíêòà 𝑖 â ïóíêò 𝑗. Äëß ïîèñêà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû 𝑐𝑖𝑗 ìîæíî âîñïîëü
çîâàòüñß àëãîðèòìîì Ôëîéäà. Ñëîæíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà ïðèíàäëå
æèò êëàññó 𝑂(𝑃 3), ãäå P  êîëè÷åñòâî ãîðîäîâ.
Ïóñòü 𝐴 ⊂ 𝑋  ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà, â êîòîðûõ ðàçìåùå
íû ïóíêòû ïðîèçâîäñòâà. Ìíîæåñòâî 𝐴 ðàçáèâàåòñß íà íåïåðåñåêàþùèå
ñß ïîäìíîæåñòâà 𝐴𝑖 ìîùíîñòè 𝑚𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , êàæäîå èç êîòîðûõ ñîîò
âåòñòâóåò çàâîäàì, ïðîèçâîäßùèì òîëüêî 𝑖-óþ ïðîäóêöèþ. Ðàçìåùåíèå
çàâîäîâ 𝐴 = 𝐴1∪ . . .∪𝐴𝑁 , â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî ãîðîäîâ
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𝑋 íà ãðóïïû 𝑁 ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ñïîñîá, ñîîòâåòñòâóþùèé 𝑖-ìó âèäó
ïðîäóêöèè, âûãëßäèò òàê: 𝑋 = 𝑋𝑗1(𝐴𝑖) ∪ · · · ∪𝑋𝑗𝑚𝑖(𝐴𝑖), 𝑗1, . . . , 𝑗𝑚𝑖 ∈ 𝐴𝑖.
Çäåñü 𝑋𝑗(𝐴𝑖)  ìíîæåñòâî ãîðîäîâ, äëß êîòîðûõ çàâîä â âåðøèíå 𝑗, ïðî
èçâîäßùèé ïðîäóêöèþ 𝑖, ßâëßåòñß áëèæàéøèì.
Â ðîëè êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè ìîæåò ñëóæèòü ñòîèìîñòü
òðàíñïîðòèðîâêè ïðîäóêöèè îò 𝑙-ãî çàâîäà, ïðîèçâîäßùåãî 𝑖-óþ ïðîäóê
öèþ, ðàñïîëîæåííîãî â âåðøèíå 𝑙, äî ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèß(äëß çàâîäîâ
íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ýòó âåëè÷èíó)
𝑓𝑖𝑙(𝐴𝑖) =
∑︁
𝑘∈𝑋𝑙(𝐴𝑖)
𝑐𝑗𝑘𝑥𝑖𝑘, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (1.1)
Òàêæå â ðîëè êðèòåðèß îïòèìàëüíîñòè âûñòóïàåò ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîßíèå ìåæäó çàâîäîì è ãîðîäîì (äëß ãîðîäîâ íóæíî ìèíèìèçèðî
âàòü äàííóþ âåëè÷èíó). Ïóñòü
𝐸𝑥𝑖 = min
𝑙∈𝐴𝑖
𝑐𝑙𝑥, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁
 ìèíèìàëüíîå ðàññòîßíèå îò áëèæàéøåãî çàâîäà, ïðîèçâîäßùåãî ïðî
äóêöèþ 𝑖 äî ãîðîäà 𝑥.
Â êà÷åñòâå îáîáùåííîãî êðèòåðèß îïòèìàëüíîñòè äëß ãîðîäà 𝑥
áåðåì ìàêñèìóì
𝑔𝑥(𝐴) =
𝑁
max
𝑖=1
𝐸𝑥𝑖 𝑥 ∈ 𝑋 (1.2)
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2 Связь критериев с типовыми задачами на гра­
фах
Â ðàáîòå [2] ðàñìàòðèâàåòñß çàäà÷à, â êîòîðîé íåîáõîäèìî ðàçìå
ñòèòü íåñêîëüêî ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà, ïðîèçâîäßùèõ îäèí òèï ïðîäóê
öèè. Åñëè â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ áðàòü òîëüêî ãðóïïó êðèòåðèåâ 1.1, à â
êà÷åñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè  ñóììó êðèòåðèåâ:∑︁
𝑙∈𝐴𝑖
𝑓𝑖𝑙(𝐴𝑖),
òî çàäà÷à ðàçìåùåíèß, ïîñòàâëåííàß â ýòîé ðàáîòå, ñâîäèòñß ê çàäà÷å
ïîèñêà𝑚𝑖-ìåäèàí. Åñëè æå áðàòü â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ ãðóïïó êðèòåðèåâ
1.2, à â êà÷åñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè  óòèëèòàðíûé:
max
𝑥∈𝑋
𝐸𝑥𝑖,
òî çàäà÷à ñâîäèòñß ê çàäà÷å ïîèñêà 𝑚𝑖-öåíòðîâ. Òàêèå òèïîâûå çàäà÷è
ðåøàþòñß ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö, ëèáî äðóãèìè óæå èçâåñòíûìè àëãî
ðèòìàìè. Íàïðèìåð â [3] ïðèâåäåíû àëãîðèòìû ïîèñêà öåíòðîâ è ìåäèàí.
Â äàííîé ðàáîòå ñòàâèòñß çàäà÷à, â íåêîòîðîì âñìûñëå îáîáùà
þùàß ðàáîòó [2]. Ìû ðàññìàòðèâàåì íåñêîëüêî ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà,
ïðîèçâîäßùèõ ðàçëè÷íóþ ïðîäóêöèþ, èíûìè ñëîâàìè, ðàçìåùàåì 𝑀 çà
âîäîâ, ïðîèçâîäßùèõ ðàçëè÷íûå 𝑁 âèäîâ ïðîäóêöèè(𝑀 > 𝑁). Áûëè
ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû, ðåøàþùèå äàííóþ çàäà÷ó. Îíè îñíîâàíû íà
àëãîðèòìàõ èç [3].
Äëß íà÷àëà ñäåëàåì îáçîð àëãîðèòìîâ ïîèñêà öåíòðîâ,
𝑚𝑖-öåíòðîâ, ìåäèàí è 𝑚𝑖-ìåäèàí äëß ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøå
íèß ïðè ðàçìåùåíèè ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà, âûïóñêàþùèõ îäèí âèä
ïðîäóêöèè. Ýòè àëãîðèòìû ðåøàþò ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷, ïîñòàâëåí
íûõ â ïåðâîé ãëàâå. Îíè ïîìîãóò íàì ñîñòàâèòü àëãîðèòìû äëß ïîèñêà
ðåøåíèé.
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2.1 Постановка задач поиска медиан и 𝑚𝑖-медиан
Â ýòîì ïàðàãðàôå, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ó íàñ åñòü òîëüêî îäèí
òèï ïðîäóêöèè, ðàññìàòðèâàþòñß çàäà÷è ïîèñêà ìåäèàí è 𝑚𝑖-ìåäèàí, à
òàêæå èõ ñâßçü ñ êðèòåðèßìè 1.1, ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðåøåíèß ïî óòè
ëèòàðíîìó ïðèíöèïó.
Ïóñòü òîâàð 𝑙 ïðîèçâîäèò òîëüêî îäèí çàâîä. Äàëåå ââåäåì âåëè
÷èíû [3]
𝜎0𝑙(𝑖) =
∑︀
𝑗∈𝑋
𝑥𝑗𝑙𝑐𝑖𝑗
𝜎𝑡𝑙(𝑖) =
∑︀
𝑗∈𝑋
𝑥𝑗𝑙𝑐𝑗𝑖
(2.1)
𝜎0𝑙(𝑖) è 𝜎𝑡𝑙(𝑖)  íàçûâàþòñß ñîîòâåòñòâåííî внешним è внутрен­
ним ïåðåäàòî÷íûìè ÷èñëàìè âåðøèíû 𝑖 äëß òîâàðà 𝑙.
Определение. Внешняя медиана графа G  Ýòî òàêàß âåðøèíà ãðàôà
𝑗 äëß êîòîðîé âûïîëíßåòñß
𝜎0𝑙(𝑗) = min
𝑖∈𝑋
𝜎0𝑙(𝑖)
Определение. Внутренняя медиана графа G  Ýòî òàêàß âåðøèíà ãðà
ôà 𝑗 äëß êîòîðîé âûïîëíßåòñß
𝜎𝑡𝑙(𝑗) = min
𝑖∈𝑋
𝜎𝑡𝑙(𝑖)
Íåòðóäíî çàìåòèòü, â ñëó÷àå åñëè ïðîäóêöèþ 𝑙 ïðîèçâîäèò òîëüêî
îäèí çàâîä, òî çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèß äëß ýòîãî çàâîäà
ýêâèâàëåíòà çàäà÷å ïîèñêà âíåøíåé ìåäèàíû ãðàôà.
Îáîáùèì ïîíßòèå ìåäèàíû. Â îáùåì ñëó÷àå ó íàñ êîëè÷åñòâî çà
âîäîâ ïðîèçâîäßùèõ ïðîäóêöèþ 𝑙 íå ìåíåå îäíîãî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèß:
𝑐(𝐴𝑖,𝑥𝑗) = min
𝑙∈𝐴𝑖
𝑐𝑖𝑗
𝑐(𝑥𝑗,𝐴𝑖) = min
𝑙∈𝐴𝑖
𝑐𝑗𝑖
(2.2)
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 çäåñü, êàê ïðåæäå, 𝐴𝑖  ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ âåðøèí, â êîòî
ðûõ ðàçìåùåíû 𝑚𝑖 çàâîäîâ, ïðîèçâîäßùèõ ïðîäóêöèþ 𝑖. Ïåðåäàòî÷íûå
÷èñëà äëß ìíîæåñòâà âåðøèí 𝐴𝑖 îïðåäåëßþòñß òàê æå, êàê è äëß îäè
íî÷íîé âåðøèíû:
𝜎0𝑙(𝐴𝑖) =
∑︀
𝑗∈𝑋
𝑥𝑗𝑙𝑐(𝐴𝑖,𝑥𝑗)
𝜎𝑡𝑙(𝐴𝑖) =
∑︀
𝑗∈𝑋
𝑥𝑗𝑙𝑐(𝑥𝑗,𝐴𝑖)
‘ (2.3)
Определение. Внешняя 𝑚𝑖-медиана графа G  Ýòî òàêîå ïîäìíîæå
ñòâî âåðøèí ãðàôà 𝐴𝑖0 äëß êîòîðîé âûïîëíßåòñß
𝜎0𝑙(𝐴𝑖0) = min
𝐴𝑖⊂𝑋
𝜎0𝑙(𝐴𝑖)
Определение. Внутренняя 𝑚𝑖-медиана графа G  Ýòî òàêîå ïîäìíî
æåñòâî âåðøèí ãðàôà 𝐴𝑖0 äëß êîòîðîé âûïîëíßåòñß
𝜎𝑡𝑙(𝐴𝑖0) = min
𝐴𝑖⊂𝑋
𝜎𝑡𝑙(𝐴𝑖)
Èç îïðåäåëåíèß âíåøíåé ìåäèàíû è èç ïåðâîé ãëàâû âèäíî, ÷òî
ñëó÷àå åñëè ïðîäóêöèþ 𝑖 ïðîèçâîäèò 𝑚𝑖 çàâîäîâ, òî çàäà÷à ïîèñêà îïòè
ìàëüíîãî ðàçìåùåíèß ýòèõ𝑚𝑖 çàâîäîâ ïî êðèòåðèßì 1.1, ïðè èñïîëüçîâà
íèè óòèëèòàðíîãî ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè, ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîèñêà
âíåøíåé 𝑚𝑖-ìåäèàíû ãðàôà.
2.2 Способы решения задач поиска медиан и 𝑚𝑖-медиан
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî àëãîðèòì ïîèñêà ìåäèàíû â ãðàôå òðè
âèàëåí (ïðè óñëîâèè ÷òî èçâåñòíà 𝑐𝑖𝑗  ìàòðèöà êðàò÷àéøèõ ðàññòîßíèé
ìåæäó âåðøèíàìè ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Ôëîéäà ïîðßäêà 𝑂(𝑃 3)). Ïóñòü
òîâàð 𝑙 ïðîèçâîäèò òîëüêî çàâîä. Äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü âíåøíèå ïåðåäà
òî÷íûå äëß êàæäîé âåðøèíû( ñëîæíîñòü äàííîé îïåðàöèè 𝑂(𝑃 2)), âåð
øèíû äëß êîòîðûõ ïåðåäàòî÷íûå ÷èñëà ìèíèìàëüíû  áóäóò ßâëßòüñß
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ìåäèàíàìè ãðàôà. Òàêèì îáðàçîì ïîèñê ìåäèàí â ãðàôå èìååò ñëîæíîñòü
ïîðßäêà 𝑂(𝑃 3).
Ïóñòü òîâàð 𝑙 ïðîèçâîäèò 𝑚𝑙 > 1 çàâîäîâ. Â òàêîì ñëó÷àå äëß
ïîèñêà 𝑚𝑙-ìåäèàí, íàì íóæíî ïðîâåðèòü âñå ïîäìíîæåñòâà X ìîùíîñòè
𝑚𝑙. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïîäìíîæåñòâ  ýòî êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé èç 𝑃 ïî
𝑚𝑖. À òî÷íåå: 𝑟 = 𝐶
𝑚𝑖
𝑃 =
𝑃 !
𝑚𝑖!(𝑃−𝑚𝑖)! . Ïåðåáîð ìîæíî îñóùåñòâëßòü ðåêóð
ñèâíî. Äëß êàæäîãî ñî÷åòàíèß ñ÷èòàòü ïåðåäàòî÷íîå ÷èñëî(ñëîæíîñòü
ïîðßäêà 𝑂(𝑃 2)). Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïîèñêà ìåäèà
íû èìååò ïîðßäîê 𝑂(𝐶𝑚𝑖𝑃 * 𝑃 2). Î÷åâèäíî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì 𝑃
è 𝑚𝑖 > 1, 𝑟  áûñòðî âîçðàñòàåò. Íàïðèìåð 𝐶
2
100 = 4950, 𝐶
3
100 =
161700, 𝐶10100 = 17310309456440. Òàêèì îáðàçîì ïåðåáîð íå ýôôåêòèâåí
äëß áîëüøèõ 𝑃 .
Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â òåðìèíàõ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðî
âàíèß [3]
Ïóñòü [𝜉𝑖𝑗]  ìàòðèöà ðàñïðåäåëåíèß, â êîòîðîé⎧⎪⎨⎪⎩1, åñëè ãîðîä 𝑗 ïðèêðåïëåí ê çàâîäó 𝑖0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Äàëåå ïðèìåì 𝜉𝑖𝑖 = 1, åñëè âåðøèíà 𝑖 ßâëßåòñß ìåäèàííîé âåðøèíîé,
èíà÷å 𝜉𝑖𝑖 = 0. Òîãäà çàäà÷à î pìåäèàíå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ
𝑧 =
𝑛∑︁
𝑖=1
𝑛∑︁
𝑗=1
𝑑𝑖𝑗𝜉𝑖𝑗 (2.4)
ïðè îãðàíè÷åíèßõ
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖𝑗 = 1 äëß 𝑗 = 1,...,𝑛,∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖𝑖 = 𝑝,
𝜉𝑖𝑗 6 𝜉𝑖𝑖 äëß âñåõ 𝑖,𝑗 = 1,...,𝑛,
𝜉𝑖𝑗 ∈ {0, 1},
(2.5)
ãäå 𝑑𝑖𝑗  ìàòðèöà âçâåøåííûõ ðàññòîßíèé ãðàôà (îíà ïîëó÷àåòñß èç ìàò
ðèöû ðàññòîßíèé ïîñëå óìíîæåíèß j-òîãî ñòîëáöà íà âåñ 𝑥𝑗𝑙  ïîòðåáëå
íèå 𝑙òîãî òîâàðà 𝑗ûì ãîðîäîì 𝑑𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑗𝑙). Åñëè 𝜉 ßâëßåòñß îïòèìàëü
íûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è, òî p-ìåäèàíà èìååò âèä:
𝑋𝑝 = {𝑥𝑖|𝜉𝑖𝑖 = 1}
Òàêèì îáðàçîì, äëß èñõîäíîé çàäà÷è ïîëó÷åíà çàäà÷à, ñôîðìóëè
ðîâàííàß â òåðìèíàõ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèß. Òàêèå çàäà÷è
ßâëßþòñß NP-ïîëíûìè, çàäà÷ó öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî
âàíèß ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö [4].
Òàêæå çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü èçìåíèâ îãðàíè÷åíèß íà ïåðåìåííóþ
𝜉𝑖𝑗 ∈ {0, 1} íà 𝑥𝑖𝑖𝑗 > 0  ïîëó÷èòñß çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà
íèß [4]. Ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ áóäåò íå îáßçàòåëüíî öåëî÷èñëåííûìè. Ðå
âåëü è Ñâýéí [5] ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ äðîáíûå ðåøåíèß
ïîëó÷àþòñß ðåäêî. Ïîýòîìó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîæíî ðåøàòü çàäà
÷ó ËÏ. Åñëè ïîïàäàþòñß äðîáíûå çíà÷åíèß â âåêòîðå ðåøåíèß, íàïðèìåð̃︁𝜉𝑖𝑗  íå öåëîå. Òîãäà íóæíî ðåøèòü íà äâå íîâûå çàäà÷è ËÏ c äîïîëíè
òåëüíûìè óñëîâèßìè: ̃︁𝜉𝑖𝑗 = 0 è ̃︁𝜉𝑖𝑗 = 1. Ïðîäîëæàòü äàííóþ îïåðàöèþ
äî òîãî ìîìåíòà ïîêà ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ ̃︀𝜉  ñòàíåò öåëî÷èñëåííûì.
Òàêæå â [3] îïèñàí àëãîðèòì îñíîâàííûé íà ìåòîäå âåòâåé è ãðà
íèö. Òàì æå îïèñàí ìåòîä îöåíêè íèæíåé ãðàíèöû. Òàêîé ïîäõîä òàêæå
ïîäõîäèò äëß ïîèñêà ìåäèàíà â ãðàôå.
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2.3 Постановка задач поиска центров и 𝑚𝑖-центров
Â ýòîì ïàðàãðàôå, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ó íàñ åñòü òîëüêî îäèí
òèï ïðîäóêöèè, ðàññìàòðèâàþòñß çàäà÷è ïîèñêà öåíòðîâ è 𝑚𝑖-öåíòðîâ,
à òàêæå èõ ñâßçü ñ êðèòåðèßìè 1.2 è ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðåøåíèß ïî
ýãàëèòàðíîìó ïðèíöèïó.
Ïóñòü òîâàð 𝑙 ïðîèçâîäèò òîëüêî îäèí çàâîä. Äàëåå ââåäåì âåëè
÷èíû:
𝑠0𝑙(𝑖) = max
𝑗∈𝑋
𝑥𝑗𝑙𝑐𝑖𝑗
𝑠𝑡𝑙(𝑖) = max
𝑗∈𝑋
𝑥𝑗𝑙𝑐𝑗𝑖
(2.6)
𝑠0𝑙(𝑥𝑖) è 𝑠𝑡𝑙(𝑥𝑖)  íàçûâàþòñß ñîîòâåòñòâåííî внешним è внут­
ренним ÷èñëàìè ðàçäåëåíèß âåðøèíû 𝑥𝑖 äëß òîâàðà 𝑙.
Определение. Внешний центр графа G  Ýòî òàêàß âåðøèíà ãðàôà 𝑗
äëß êîòîðîé âûïîëíßåòñß
𝑠0𝑙(𝑗) = min
𝑖∈𝑋
𝑠0𝑙(𝑖)
Определение. Внутренний центр графа G Ýòî òàêàß âåðøèíà ãðàôà
𝑥0 äëß êîòîðîé âûïîëíßåòñß
𝑠𝑡𝑙(𝑥0) = min
𝑥𝑖∈𝑋
𝑠𝑡𝑙(𝑥𝑖)
Íåòðóäíî çàìåòèòü, â ñëó÷àå åñëè ïðîäóêöèþ 𝑙 ïðîèçâîäèò òîëüêî
îäèí çàâîä, òî çàäà÷à ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèß äëß ýòîãî çàâîäà
ýêâèâàëåíòà çàäà÷å ïîèñêà âíóòðåííåãî öåíòðà ãðàôà.
Â îáùåì ñëó÷àå â íàøåé çàäà÷å êîëè÷åñòâî çàâîäîâ, ïðîèçâîäß
ùèõ ïðîäóêöèþ 𝑖, ìîæåò áûëü áîëüøå îäíîãî. Êàê ïðåæäå, 𝐴𝑖  ìíî
æåñòâî âåðøèí çàâîäîâ, 𝑚𝑖  êîëè÷åñòâî çàâîäîâ ïðîèçâîäßùèõ ïðî
äóêöèþ 𝑖. Ïîíßòèå öåíòðà äîïóñêàåò îáîáùåíèå: ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
íå îòäåëüíóþ òî÷êó(âåðøèíó ãðàôà), à ìíîæåñòâî èç 𝑚𝑖-âåðøèí. Êàê
ïðåæäå îïðåäåëèì 𝑠0𝑙(𝐴𝑖) è 𝑠𝑡(𝐴𝑖)  ÷èñëà ðàçäåëåíèß äëß ìíîæåñòâà
âåðøèí 𝐴𝑖:
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𝑠0𝑙(𝐴𝑖) = max
𝑥𝑗∈𝑋
𝑥𝑗𝑙𝑐(𝐴𝑖,𝑥𝑗)
𝑠𝑡𝑙(𝐴𝑖) = max
𝑥𝑗∈𝑋
𝑥𝑗𝑙𝑐(𝑥𝑗,𝐴𝑖)
(2.7)
 ãäå 𝑐(𝐴𝑖,𝑥𝑗) è 𝑐(𝐴𝑖,𝑥𝑗) îïðåäåëåíû èç 2.2
Определение. Внешний 𝑚𝑖-центр графа G  Ýòî òàêîå ïîäìíîæåñòâî
âåðøèí ãðàôà 𝐴𝑖0 äëß êîòîðîé âûïîëíßåòñß
𝑠0𝑙(𝐴𝑖0) = min
𝐴𝑖⊂𝑋
𝑠0𝑙(𝐴𝑖)
Определение. Внутренний 𝑚𝑖-центр графа G  Ýòî òàêîå ïîäìíîæå
ñòâî âåðøèí ãðàôà 𝐴𝑖0 äëß êîòîðîé âûïîëíßåòñß
𝑠𝑡𝑙(𝐴𝑖0) = min
𝐴𝑖⊂𝑋
𝑠𝑡𝑙(𝐴𝑖)
Â ñëó÷àå åñëè ïðîäóêöèþ 𝑖 ïðîèçâîäèò 𝑚𝑖 çàâîäîâ, òî çàäà÷à ïî
èñêà îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèß äëß ýòîé ãðóïïû çàâîäîâ ýêâèâàëåíòà
çàäà÷å ïîèñêà âíåøíåãî 𝑚𝑖-öåíòðà ãðàôà [2].
2.4 Решение задач поиска центров и 𝑚𝑖-центров
Çàäà÷ó ïîèñêà 𝑚𝑖-öåíòðà äëß ãðàôà 𝐺 = (𝑋,𝑌 ) ìîæíî ðåøàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: [3].
Ðàññìîòðèì ïî î÷åðåäè êàæäóþ âåðøèíó 𝑖 è ¾óãëóáèìñß¿ ïî âñåì
âîçìîæíûì ìàðøðóòàì, âûõîäßùèì èç íåå, íà ðàññòîßíèå 𝛿𝑖 = 𝜆/𝑥𝑖𝑙 çà
äàííàß êîíñòàíòà, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü êîíñòàíòîé ¾ïðîíèêíîâå
íèß¿.
Ïóñòü
𝑅𝜆,𝑙(𝑖) = {𝑗|𝑥𝑗𝑙𝑐𝑗𝑖 6 𝜆, 𝑗 ∈ 1, . . . ,𝑃}− (2.8)
ìíîæåñòâî âåðøèí 𝑗 ãðàôà 𝐺, èç êîòîðûõ âåðøèíà 𝑖 ìîæåò áûòü äîñòèã
íóòà c èñïîëüçîâàíèåì âçâåøåííîé äëèíû 𝑥𝑗𝑙𝑐𝑗𝑖 6 𝛼.
13
Îáëàñòè, èç êîòîðûõ íå äîñòèæèìû íèêàêèå âåðøèíû (â ïðåäåëàõ
çàäàííîãî ðàññòîßíèß 𝛿𝑖), îïèñûâàþòñß ñîîòíîøåíèåì
Φ𝜆,𝑙(0) = {𝑗|𝑗 ∈ 1, . . . ,𝑃} −
⋃︁
𝑅𝜆,𝑙(𝑖)
(2.9)
ãäå âòîðîé ÷ëåí èñêëþ÷àåò âñå îáëàñòè ãðàôà 𝐺, èç êîòîðûõ ìîæíî äî
ñòèãíóòü õîòß áû îäíó âåðøèíó 𝑖.
Îáëàñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî äîñòèãíóòü (â ïðåäåëàõ çàäàííîãî
ðàññòîßíèß 𝛿𝑖) ðîâíî 𝑡 âåðøèí 𝑖1,𝑖2, . . . ,𝑖𝑡 (äëß ëþáîãî𝑡 = 1, . . . ,𝑃 ) îïðå
äåëßþòñß ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:
Φ𝜆,𝑙(𝑖1,𝑖2, . . . ,𝑖𝑡) =
⋂︁
𝑞=1,...,𝑡
𝑅𝜆,𝑙(𝑖𝑞)− {[
⋂︁
𝑞=1,...,𝑡
𝑅𝜆,𝑙(𝑖𝑞)]
⋂︁
[
⋃︁
𝑞=𝑡+1,...,𝑃
𝑅𝜆,𝑙(𝑖𝑞)]}
(2.10)
ãäå âòîðîé ÷ëåí èñêëþ÷àåò òàêèå îáëàñòè, èç êîòîðûõ äîñòèæèìû âåð
øèíû 𝑖1,𝑖2, . . . ,𝑖𝑡 è åùå õîòß áû îäíà èç îñòàâøèõñß âåðøèí ãðàôà.
Áîëåå òîãî, ðàñïîëîæèì âñå 𝑃 (𝑃 − 1) ðàññòîßíèé â ìàòðèöå ðàñ
ñòîßíèé â ñòðîêó â ïîðßäêå íåóáûâàíèß [𝑓1,𝑓2, . . . ,𝑓𝑃 (𝑃−1)].
Îïèñàíèå àëãîðèòìà:
à) Âûáðàòü 𝑡 = 0.
á) Óñòàíîâèòü 𝑡 = 𝑡 + 1. Âûáðàòü 𝜆 = 𝑓𝑡.
â) Ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà 𝑅𝜆,𝑙(𝑖) äëß âñåõ 𝑖 ∈ 1, . . . ,𝑃 è íàéòè îáëàñòè
Φ𝜆,𝑙.
ã) Îáðàçîâàòü äâóäîëüíûé ãðàô 𝐺′ = (𝑋 ′
⋃︀
𝑋,𝑌 ′), ãäå 𝑋 ′  ìíîæå
ñòâî âåðøèí, êàæäàß èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé îáëàñòè Φ𝜆, è
𝑌 ′ ìíîæåñòâî äóã, òàêîå, ÷òî äóãà ìåæäó îáëàñòüþ-âåðøèíîé è âåðøè
íîé 𝑖 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝑖 ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà
èç ýòîé îáëàñòè.
ä) Íàéòè íàèìåíüøåå äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà 𝐺′ (ñì. ãë.
3) [3].
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å) Åñëè ÷èñëî âåðøèí ãðàôà ñîäåðæàùèõñß â ïðèâåäåííîì âûøå
ìíîæåñòâå áîëüøå, ÷åì 𝑚𝑙òî âåðíóòüñß ê øàãó 2; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îñòàíîâèòüñß. Îáëàñòè ýòîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþò àáñîëþòíûé 𝑚𝑙-öåíòð
èñõîäíîãî ãðàôà G.
Òàêèì îáðàçîì ìîæíî íàéòè ðàçìåùåíèå ìíîæåñòâà 𝑚𝑖 çàâîäîâ,
ïðîèçâîäßùèõ ïðîäóêöèþ 𝑖.
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3 Описание алгоритмов, решающих задачу
Äëß ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèß ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, â êà÷å
ñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè äëß ãðóïïû êðèòåðèåâ 1.1 áûë âçßò óòè
ëèòàðíûé ïðèíöèï:
𝑁∑︁
𝑖=1
∑︁
𝑙∈𝐴𝑖
𝑓𝑖𝑙(𝐴𝑖).
Òàê äëß ìèíèìèçèðîâàíèß ñóììû êðèòåðèåâ 1.1, áûë ðàçðàáîòàí àëãî
ðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö. À äëß ïîèñêà îïòèìàëüíî
ãî ðåøåíèß äëß ãðóïïû êðèòåðèåâ 1.2 áûë âûáðàí ýãàëèòàðíûé ïðèíöèï
îïòèìàëüíîñòè:
max
𝑥∈𝑋
𝑔𝑥(𝐴)
.
3.1 Метод ветвей и границ для поиска оптимального ре­
шения по утилитарному принципу
Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïðè ïåðåáîðå ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö,
íåâàæíî êàêàß ãðóïïà êðèòåðèåâ ðàññìàòðèâàåòñß 1.1 èëè 1.2, ðàçëè÷èß
áóäóò çàêëþ÷àòüñß ëèøü â ïîäñ÷åòå íèæíåé ãðàíèöû. Ïîýòîìó áóäåò ïî
äðîáíî îïèñàí ñëó÷àé äëß óòèëèòàðíîãî ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè äëß
êðèòåðèåâ 1.1.
Определение. Íàçîâåì заводом âåðøèíó ãðàôà, â êîòîðîé ðàñïîëîæåí
ïóíêò ïðîèçâîäñòâà.
Ïîñòðîèì 𝑁 ìàòðèö 𝑄𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , ñ ýëåìåíòàìè 𝑞𝑖𝑘𝑗. Ìàòðèöà
𝑄𝑖 ðàçìåðà 𝑃×𝑃 îïèñûâàåò ðàçìåùåíèå çàâîäîâ, ïðîèçâîäßùèõ 𝑖-óþ ïðî
äóêöèþ. Åå ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì, â êîòîðûõ ãèïîòåòè÷åñêè
ìîãóò ðàñïîëàãàòüñß çàâîäû, à 𝑗-ûé ñòîëáåö ñîäåðæèò âåðøèíû ãðàôà
𝑞𝑖1𝑗, 𝑞
𝑖
2𝑗, . . . , ðàñïîëîæåííûå â íåóáûâàþùåì ïîðßäêå ïî ðàññòîßíèþ äî
âåðøèíû 𝑗. Ïðè ïåðåáîðå â ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö ñïåðâà ïåðåáèðàåì âñå
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ñòîëáöû ïåðâîé ìàòðèöû, ïîòîì âòîðîé, è ò. ä. Â 𝑖-îé ìàòðèöå âåðøèíà
𝑗 ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèêðåïëßåòñß ê âåðøèíàì 𝑞𝑖1𝑗, 𝑞
𝑖
2𝑗, . . . . Ïðèêðåïëåíèå
𝑗 ê 𝑞𝑖𝑘𝑗 îçíà÷àåò, ÷òî â âåðøèíå 𝑞
𝑖
𝑘𝑗 ðàñïîëîæåí çàâîä, ïðîèçâîäßùèé 𝑖-óþ
ïðîäóêöèþ, áëèæàéøèé ê ãîðîäó 𝑗 (ïðè ýòîì ãîðîä 𝑞𝑖𝑘𝑗 àâòîìàòè÷åñêè
ïðèêðåïëßåòñß ê çàâîäó 𝑞𝑖𝑘𝑗). Åñëè ê âåðøèíå 𝑥 ïðèêðåïëåíà õîòü îäíà
âåðøèíà, ïðè äàëüíåéøåì ïåðåáîðå ïðîïóñêàåì 𝑥 â 𝑖-îé è ïîñëåäóþùèõ
ìàòðèöàõ.
Замечания для перебора
×òîáû óìåíüøèòü ìíîæåñòâî ïåðåáèðàåìûõ âåðøèí â êàæäîé
ìàòðèöå 𝑄𝑖, ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé èç [3].
à) Èç ìàòðèöû 𝑄𝑖 ìîæíî óäàëèòü 𝑚𝑖 ïîñëåäíèõ ñòðîê.
á) Ïóñòü âåðøèíà 𝑗′ ïðèêðåïëåíà ê çàâîäó 𝑞𝑖𝑘′𝑗′. Ïóñòü âåðøèíà 𝑗
′
áóäåò 𝑘-îé áëèæàéøåé âåðøèíîé ê íåêîòîðîé åùå íå ïðèêðåïëåííîé âåð
øèíå 𝑗 (𝑗′ < 𝑗 6 𝑃 ), ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîëáöó ìàòðèöû. Òîãäà, î÷åâèä
íî, âñå ýëåìåíòû 𝑞𝑖𝑙𝑗 c 𝑙 > 𝑘 ìîãóò áûòü ïðè äâèæåíèè ââåðõ â äåðåâå
âàðèàíòîâ èñêëþ÷åíû èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèß (âðåìåííî îòìå÷å
íû, à ïðè äâèæåíèè ïî äåðåâó âíèç îòìåòêè áóäóò ñíßòû).
â) Ïóñòü âåðøèíà 𝑗′ ïðèêðåïëåíà ê çàâîäó 𝑞𝑖𝑘′𝑗′. Òîãäà ìîæíî ïðåä
ïîëîæèòü, ÷òî âñå âåðøèíû 𝑞𝑖1𝑗′, 𝑞
𝑖
2𝑗′, . . . , 𝑞
𝑖
(𝑘′−1)𝑗′ íå ßâëßþòñß çàâîäàìè.
ã) Åñëè èç ðàññìîòðåíèß èñêëþ÷åíû 𝑡 âåðõíèõ ýëåìåíòîâ 𝑗-ãî ñòîëá
öà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåðàñïðåäåëåííîé âåðøèíå 𝑗, à (𝑡 + 1)-é ýëåìåíò
𝑞𝑖(𝑡+1)𝑗′ ßâëßåòñß çàâîäîì, òî 𝑗 äîëæíà áûòü ïðèêðåïëåíà ê âåðøèíå
𝑞𝑖(𝑡+1)𝑗′.
ä) Åñëè íà íåêîòîðîì ýòàïå ïðîâîäèìîãî ïîèñêà áóäåò ïîñòðîåíî ìíî
æåñòâî èç 𝑚𝑖 çàâîäîâ, òî êàæäóþ îñòàâøóþñß íåðàñïðåäåëåííóþ âåðøè
íó ìîæíî ïðèêðåïèòü ê áëèæàéøåìó çàâîäó.
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Вычисление нижней границы
Ïóñòü íà îïðåäåëåííîì øàãå ìåòîäà âû÷èñëåíû ïðèêðåïëåíèß
äëß ìàòðèö 𝑄1, . . . , 𝑄𝑖−1. Ïóñòü â ìàòðèöå 𝑄𝑖 âûïîëíåííûå ïðèêðåïëå
íèß äàëè 𝑚′ çàâîäîâ è 𝑗′ ãîðîäîâ ïðèêðåïëåíî. Çíà÷èò îñòàëîñü ïðèêðå
ïèòü åùå ℎ = 𝑚𝑖 − 𝑚′ çàâîäîâ. Ïóñòü 𝐽  ìíîæåñòâî èíäåêñîâ åùå
íåðàñïðåäåëåííûõ âåðøèí.
Ïóñòü 𝑙𝑎𝑗 è 𝑙𝑏𝑗  ïåðâûå äâà íåîòìå÷åííûõ ýëåìåíòà â ñòîëáöå 𝑗
ìàòðèöû 𝑄𝑖 (íå èñêëþ÷åííûå èç ðàññìîòðåíèß). Ïóñòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
𝑙𝑎𝑗 äëß 𝑗 ∈ 𝐽 ðàâíî ℎ′. Íàèëó÷øèì ïðèêðåïëåíèåì âåðøèíû 𝑗 áóäåò 𝑙𝑎𝑗 .
Åñëè ℎ = ℎ′, òî, ïðèêðåïèâ âåðøèíû 𝑗 ê 𝑙𝑎𝑗 , ïîëó÷èì 𝑚𝑖 çàâîäîâ,
à çíà÷èò, ìàòðèöà 𝑄𝑖 çàïîëíåíà. Åñëè æå ℎ > ℎ′, äëß ïîëó÷åíèß íèæíåé
ãðàíèöå íóæíî çàìåíèòü ℎ − ℎ′ ìèíèìàëüíûõ ñòîèìîñòåé íà âòîðûå ïî
âåëè÷èíå. Äëß ïîèñêà äîïîëíèòåëüíîé ñòîèìîñòè íóæíî íàéòè íà ℎ− ℎ′
íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé 𝑑𝑖𝑗(𝑐𝑙𝑏𝑗 𝑗 − 𝑐𝑙𝑎𝑗 𝑗) ïî âñåì âåðøèíàì èç 𝐽 . Íèæíßß
ãðàíèöà áóäåò ïîëó÷àòüñß èç ñóììèðîâàíèß óæå âûïîëíåííûõ ðàñïðå
äåëåíèé è ℎ − ℎ′ íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé. Åñëè æå ℎ < ℎ′, òî íàèëó÷øåå
ïîïîëíåíèå ÷àñòíîãî ðåøåíèß äàñò ìåíüøå çàâîäîâ, ÷åì 𝑚𝑖. Èç [3] èç
âåñòíî, ÷òî 𝑓𝑖(𝐴) ìîíîòîííî óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì 𝑚𝑖, çíà÷èò òåêóùåå
÷àñòíîå ðåøåíèß íå ßâëßåòñß ÷àñòüþ îïòèìàëüíîãî.
Íèæíßß ãðàíèöà ñ÷èòàåòñß â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýëåìåíòû ìàò
ðèö 𝑄1, . . . , 𝑄𝑖−1 óæå ïðèêðåïëåíû, à çíà÷èò, ñòîèìîñòü äëß íèõ ñóììè
ðóåòñß ñ íèæíåé ãðàíèöåé äëß 𝑄𝑖-é ìàòðèöû.
3.2 Алгоритм поиска решения по эгалитарному принци­
пу для критериев 1.2
Ïðè ýãàëèòàðíîì ïîäõîäå íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü äàííóþ âåëè÷è
íó:
max
𝑥∈𝑋
𝑔𝑥(𝐴) = max
𝑥∈𝑋
𝑁
max
𝑖=1
𝐸𝑥𝑖 =
𝑁
max
𝑖=1
max
𝑥∈𝑋
𝐸𝑥𝑖.
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Åñëè íåò îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî ðàçìåùåíèé çàâîäîâ â îäíîì ãîðîäå,
òî
min
𝐴
𝑁
max
𝑖=1
max
𝑥∈𝑋
𝐸𝑥𝑖 =
𝑁
max
𝑖=1
min
𝐴𝑖
max
𝑥∈𝑋
𝐸𝑥𝑖
òàêèì îáðàçîì íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå𝑁 çàäà÷ î𝑚𝑖öåíòðàõ. Îäíàêî
â íàøåì ñëó÷àå åñòü îãðàíè÷åíèå, è íå ìîæåò â îäíîì ãîðîäå íàõîäèòüñß
áîëåå îäíîãî çàâîäà. Ïîýòîìó íóæíî èñêàòü äðóãèå ïîäõîäû äëß ðåøåíèß
çàäà÷è. Áóäåì èñêàòü ðàçìåùåíèß ïîî÷åðåäíî äëß êàæäîãî âèäà ïðîäóê
öèè, èñêëþ÷àß óæå çàíßòûå âåðøèíû ãðàôà. Äëß ïîèñêà ðåøåíèß áóäåì
ïîëüçîâàòüñß àëãîðèòìîì èç ïðåäûäóùåé ãëàâû äëß ïîèñêà 𝑚𝑖-öåíòðîâ.
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4 Применение алгоритмов на практике
Â ðàìêàõ äàííîé âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû îñóùåñòâ
ëåíà ïðîãðàììíàß ðåàëèçàöèß îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìåòî
äîâ íà ßçûêå C++. Êàê ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèß âûñîêîãî óðîâíß, C++
ïîääåðæèâàåò íåîáõîäèìûé óðîâåíü àáñòðàêöèè äëß óäîáíîé ïëàòôîð
ìîíåçàâèñèìîé ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ, ïðè
ýòîì ïðåäîñòàâëßß áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñòàíäàðòíûõ ñòðóêòóð äàííûõ,
äîïîëíèòåëüíûõ ïîäêëþ÷àåìûõ áèáëèîòåê àëãåáðû ìàòðèö è ëèíåéíî
ãî ïðîãðàììèðîâàíèß, à òàêæå îáåñïå÷èâàß âûñîêîå âðåìß èñïîëíåíèß
ñêîìïèëèðîâàííîé ïðîãðàììû.
4.1 Программная реализация
Ýòîò ïàðàãðàô ïîñâßùåí îïèñàíèþ ñòðóêòóðû ïðîãðàììíîãî êî
äà, ðåàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Ñ ÷àñòè÷íûì ëèñòèíãîì êîäà ìîæíî
îçíàêîìèòüñß â Ïðèëîæåíèè.
Â îñíîâå ðåàëèçàöèè ëåæèò êëàññ OptimalAlloc, ïðåäíàçíà÷åí
íûé äëß ñîçäàíèß ãðàôà, îïèñûâàþùåãî ñèñòåìó ãîðîäîâ è äîðîã,
à òàêæå ìåòîäîâ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèß ïóíêòîâ ïðîèç
âîäñòâ. Íåïîñðåäñòâåííî ìåòîäû îïòèìèçàöèè ðåàëèçîâàíû public-ìåòî
äàìè solveByBranchAndBoundMethod() è solveByMCenters(), ïðè ýòîì
êàæäûé ìåòîä çàäåéñòâóåò ðßä âñïîìîãàòåëüíûõ private-ìåòîäîâ. Äëß
õðàíåíèß ïðîìåæóòî÷íûõ ñòðóêòóð(ìàòðèö, ñïèñêîâ, ìíîæåñòâ) èñïîëü
çóåòñß ñòàíäàðòíàß áèáëèîòåêà øàáëîíîâ â ßçûêå ïðîãðàììèðîâàíèß
C++(Standard Template Library, STL)  ýòî óäîáíûå øàáëîíû, êîòî
ðûå ïîääåðæèâàþò äèíàìè÷åñêîå âûäåëåíèå ïàìßòè, ÷òî ïîçâîëßåò áî
ëåå ïðîñòî è ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàòü äàííûé àëãîðèòì.
Ìåòîä solveByBranchAndBoundMethod() ðåàëèçóåò àëãîðèòì,
ïðèâåäåííûé â ïàðàãðàôå 3.1. Äëß îòûñêàíèß ìàòðèöû ðàññòîßíèé ìåæ
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äó ïðîèçâîëüíûìè äâóìß âåðøèíàìè ðåàëèçîâàí àëãîðèòì Ôëîéäà â êà
÷åñòâå private-ìåòîäà floyd(). Òàêæå áûëè ðåàëèçîâàíû private-ìåòîäû
makeQ() è AllocQ()  ñîçäàíèå ìàòðèö 𝑄 èõ ïåðåáîð. Äëß ïîèñêà íèæ
íåé ãðàíèöû áûë ðåàëèçîâàí åùå îäèí private-ìåòîä countLB().
Ìåòîä solveByMCenters() çàäåéñòâóåò îäèí private-ìåòîä
AllocCenter(), êîòîðûé ßâëßåòñß ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìà èç 2.4. Äëß
ðàáîòû ýôôåêòèâíîé ðàáîòû AllocCenter() íåîáõîäèìî èñêàòü íàè
ìåíüøåå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà, ïîýòîìó ñîçäàí äîïîëíèòåëüíûé êëàññ
Covering. Â êîòîðîì äëß ýôôåêòèâíîãî ïîèñêà íàèìåíüøåãî ïîêðûòèß
èñïîëüçóåòñß øàáëîí std::bitset  ñòðóêòóðà, ïîçâîëßþùàß õðà
íèòü áèòîâûå ìíîæåñòâà, à òàêæå ïðîèçâîäèòü íàä íèìè ïðîñòåéøèå
ïîáèòîâûå îïåðàöèè.
4.2 Анализ эффективности работы алгоритмов
Áëàãîäàðß ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìû ìîæåì ïðîâåñòè áîëåå äå
òàëüíûé àíàëèç ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, ïðèìåíèâ èõ ê êîíêðåòíûì çàäà
÷àì. Äëß ýòîãî ñãåíåðèðóåì íàáîðû çàäà÷ ðàçìåùåíèß ïðîèçâîäñòâ â
ñåòè. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ áóäóò âûñòóïàòü òàêèå âåëè÷èíû êàê êîëè
÷åñòâî ãîðîäîâ 𝑃 , êîëè÷åñòâî âèäîâ ïðîäóêöèè 𝑁 , à òàêæå êîëè÷åñòâî
ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèß 𝑀 .
Результаты вычислений для примера
Ïóñòü 𝑃 = 25, 𝑁 = 3, 𝐺(𝑋,𝑌 )  ãðàô, ìîäåëèðóþùèé ñèñòåìó
ãîðîäîâ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 4.1. Ïóñòü åñòü òðè âèäà ïðîäóêöèè
A,B,C, êàæäûé èç êîòîðûõ äîëæåí ïðîèçâîäèòüñß íà äâóõ, òðåõ è ÷å
òûðåõ çàâîäàõ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü òàêæå â òàáëèöå 4.2 ïðåäñòàâëåíû,
êîëè÷åñòâà ïîòðåáëåíèß ãîðîäàìè ïðîäóêöèè A,B,C.
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Ðèñóíîê 4.1  𝐺(𝑋,𝑌 )
Ðèñóíîê 4.2  Òàáëèöà ïîòðåáëåíèß òîâàðîâ A,B,C âñåìè ãîðîäàìè
Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû 4.3 è 4.4  ðàçìåùåíèß, ïîëó÷åííûå
ñîîòâåòñòâåííî àëãîðèòìîì, îñíîâàííûì íà ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö, à
òàêæå â ìåòîäå ïîñòðîåííîì íà àëãîðèòìå ïîèñêà 𝑚𝑖-öåíòðîâ. Çàâîäû
ïðîèçâîäßùèå ïðîäóêöèþ À îòìå÷åíû êðàñíûì öâåòîì, B  çåëåíîì,
C  ñèíèì.
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Ðèñóíîê 4.3  Âðåìß èñïîëíåíèß ïðîãðàììíîãî êîäà: 3.5 ñåê
Ðèñóíîê 4.4  Âðåìß èñïîëíåíèß ïðîãðàììíîãî êîäà: 3.7 ñåê
Оценка зависимости времени исполнения реализованных
алгоритмов от параметров.
Äëß òåñòîâ ïðîãðàììû áûëî íàïèñàíî ñêðèïòîâ íà ßçûêå Python
3: ïðîãðàììà äëß ãåíåðàöèè âåêòîðîâ ïîòðåáëåíèß ïðîäóêöèè ãîðîäàìè,
à òàêæå âçâåøåííûõ ñâßçíûõ ãðàôîâ ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí.
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Ïåðâàß ïðîãðàììà èñïîëüçóåò python-áèáëèîòåêó [6] äëß ãåíåðàöèè ñâßç
íîãî ãðàôà. Âòîðîé ñêðèïò, çàïóñêàåò îñíîâíóþ ïðîãðàììó ñî ñãåíåðè
ðîâàííûìè äàííûìè, çàñåêàåò âðåìß èñïîëíåíèß, â ñëó÷àå åñëè âðåìß
èñïîëíåíèß âûøå çàäàííîãî ïàðàìåòðà, îí ïðåðûâàåò èñïîëíåíèå ïðî
ãðàììû, òàêæå ñîõðàíßåò âûâîä ïðîãðàììû â ôàéë. Äëß òåñòîâ áûëî
âûáðàíî îãðàíè÷åíèå íà âðåìß èñïîëíåíèß ïðîãðàììû 60 ñåêóíä. Òàê
æå ïðîãðàììû îãðàíè÷èâàëèñü ïî ïîòðåáëåíèþ îïåðàòèâíîé ïàìßòè 
4000 Mb, ïðåâûøåíèè äàííîãî ïîðîãà, ïðîãðàììû ïðèíóäèòåëüíî ïðå
êðàùàëè ñâîå èñïîëíåíèå.
Íà ðèñóíêàõ 4.5 è 4.6 èçîáðàæåíû äèàãðàììû. Íà äàííûõ äèà
ãðàììàõ ïî âåðòèêàëüíîé îñè  âðåìß èñïîëíåíèß â ñåêóíäàõ, ïî ãîðè
çîíòàëüíîé  êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå, ëîìàíûå  çàïóñê äëß ðàçíîãî
êîëè÷åñòâà òèïîâ ïðîèçâîäèìîé ïðîäóêöèè.
Íà ðèñóíêå 4.5 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû çàïóñêà àëãîðèòìà ïîèñêà
îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèß ïî êðèòåðèßì 1.1, â êà÷åñòâå ïðèíöèïà áåð¼ò
ñß óòèëèòàðíûé ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè. Àëãîðèòì îñíîâàí íà ìåòîäå
âåòâåé è ãðàíèö.
Äàííûé àëãîðèòì èìååò âûñîêóþ ñêîðîñòü èñïîëíåíèß äëß êîëè
÷åñòâà ïðîèçâîäèìûõ ðàçëè÷íûõ òîâàðîâ 𝑁 = {1,3}, ïðè êîëè÷åñòâå
âåðøèí â ãðàôå 𝑃 < 65, îäíàêî, ïðè 𝑁 = 5 óäàëîñü âû÷èñëèòü òîëüêî
äëß 𝑃 = 55 âåðøèí, ïðè 𝑁 = 7  𝑃 = 45 âåðøèí, à ïðè 𝑁 = 9  òîëüêî
𝑃 = 35 âåðøèí.
Íà ðèñóíêå 4.5 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû çàïóñêà àëãîðèòìà ïîèñêà
îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèß ïî êðèòåðèßì 1.2, â êà÷åñòâå ïðèíöèïà áåð¼ò
ñß ýãàëèòàðíûé ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè. Ìåòîä îñíîâàí íà àëãîðèòìå
ïîèñêà öåíòðîâ â ãðàôå.
Äàííûé àëãîðèòì èìååò âûñîêóþ ñêîðîñòü èñïîëíåíèß äëß êî
ëè÷åñòâà ïðîèçâîäèìûõ ðàçëè÷íûõ òîâàðîâ 𝑁 = {1,3,5,7,9}, ïðè êîëè÷å
ñòâå âåðøèí â ãðàôå 𝑃 < 25, îäíàêî, ïðè𝑁 > 3 âðåìß èñïîëíåíèß ðàñòåò
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Ðèñóíîê 4.5
áûñòðåå ÷åì ó ïðîøëîãî àëãîðèòìà. Òàê íè äëß îäíîãî 𝑁 = {3,5,7,9} çà
îòâåäåííîå âðåìß íå íàéäåíî ðàçìåùåíèå ïðè 𝑃 > 45. Äëß 𝑁 = {3,5,7,9}
íàéäåíû ðàçìåùåíèß òîëüêî äëß ñîîòâåòñòâåííî 𝑃 6 {45,40,35,30} 
âåðøèí â ãðàôå.
Èòàê, îáà àëãîðèòìà ðàáîòàþò áûñòðî äëß 𝑃 6 25 âåðøèí â ãðà
ôå. Äàëåå âðåìß àëãîðèòìîâ äîâîëüíî áûñòðî âîçðàñòàåò. Âî âòîðîì àë
ãîðèòìå â êà÷åñòâå îäíîé èç ïîäçàäà÷ èñïîëüçóåòñß ïîèñê íàèìåíüøåãî
äèñêðèìèíèðóåìîãî ìíîæåñòâà, ñëîæíîñòü ýòîé çàäà÷è áûñòðî âîçðàñòà
åò ïðè ðîñòå êîëè÷åñòâà âåðøèí. Ïîýòîìó âðåìß èñïîëíåíèß ïðîãðàììû
âîçðàñòàåò î÷åíü áûñòðî.
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Ðèñóíîê 4.6
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Заключение
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè
ðàçìåùåíèß ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà. Äàííàß çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â
ëèòåðàòóðå [1], òàê íàïðèìåð â [2] àâòîð ðàññìàòðèâàåò çàäà÷ó ðàçìå
ùåíèß ïðîèçâîäñòâ îäíîãî âèäà ïðîäóêöèè â ñåòè. Ïðèìåíßß ïðîñòåé
øèå ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè: ýãàëèòàðíûé è óòèëèòàðíûé, àâòîð ñâî
äèò çàäà÷è ðàçìåùåíèß ê çàäà÷àì î ïîèñêå ìåäèàí è öåíòðîâ â ãðàôå. Â
òîé ðàáîòå, îáîáùàåòñß äàííàß çàäà÷à, íà ðàçìåùåíèå ïóíêòîâ ïðîèçâîä
ñòâà, ïðîèçâîäßùèõ íåñêîëüêî âèäîâ ïðîäóêöèè. Áûëè âûáðàíû ìåòîäû
äëß ðåøåíèß, à òàêæå ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììíàß ðåàëèçàöèß àëãîðèòìîâ,
ðåøàþùèõ çàäà÷ó. Äëß óòèëèòàðíîãî ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè õîðîøî
ïîäõîäèò àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö, òàêæå â ðßäå
ñëó÷àåâ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ÖËÏ. ×òî êàñàåòñß ýãàëèòàðíîãî
ïðèíöèïà, òî äëß íåãî áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïîèñêå
𝑚𝑖-öåíòðîâ.
Äëß îáîèõ ìåòîäîâ íàïèñàíà ïðîãðàììíàß ðåàëèçàöèß íà ßçûêå
C++ è ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå íà íàáîðàõ ñãåíåðèðîâàííûõ çàäà÷ ñ ðàç
ëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè. Áûë ïðîâåäåí àíàëèç èõ ðàáîòû íà ðàçëè÷íûõ
âõîäíûõ äàííûõ, ñäåëàíû âûâîäû î ñêîðîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû
àëãîðèòìà. Òàê îáà àëãîðèòìà ðàáîòàþò áûñòðî ïðè êîëè÷åñòâå âåðøèí
𝑃 6 25 è êîëè÷åñòâå ðàçëè÷íûõ âèäîâ ïðîäóêöèè 𝑁{1,3,5,7,9}. Îäíàêî
ïðè óâåëè÷åíèè 𝑃 , ñêîðîñòü àëãîðèòìîâ ñóùåñòâåííî ñíèæàåòñß.
Èññëåäîâàíèå ìåòîäîâ íå òîëüêî ïîêàçàëî èõ ïðèìåíèìîñòü ê ðå
øåíèþ çàäà÷è, íî òàêæå è íàãëßäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàëî ðàçëè÷èß ïîä
õîäîâ, îïðåäåëßþùèõ ýòè ìåòîäû. Îäíàêî ïîäõîäû ê ïîèñêó îïòèìàëü
íîãî ðàçìåùåíèß ðàçíîîáðàçíû, è äàæå â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îï
òèìàëüíîñòè ìåòîäû ðåøåíèß ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó èññëåäîâà
íèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèß ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî. Ìîæíî
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áðàòü ðàçëè÷íûå ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè, èñêàòü Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå
ðåøåíèß [7] ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, îïòèìèçèðîâàòü èñïîëüçîâàíèå ïàìßòè
è ñêîðîñòü âûïîëíåíèß àëãîðèòìîâ, ðåàëèçîâàííûõ â ðàìêàõ äàííîé ðà
áîòû. Òàêæå ìîæíî ðàññìîòðåòü âîçìîæíîñòü ðàçìåùåíèß ïðîèçâîäñòâ
íà äóãàõ ãðàôà.
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Приложение А Программный код реализации
алгоритмов
class OptimalAlloc {
public :
OptimalAlloc ( const char* f i l e ) ;
OptimalAlloc ( const char* graph , const char* prod ) ;
vector<s e t <int> > BranchAndBound ( ) ;
vector<s e t <int> > Center ( ) ;
private :
vector<vector<f loat> > X;
vector<int> M;
int P;
vector<vector<int> > t ;
vector<vector<int> > c ;
void pr in t ( vector<vector<int> > vec ) ;
void pr in t ( l i s t <l i s t <int> > l ) ;
vector<vector<int> > read ( const char * f i l ename ,
int *N, vector<vector<f loat> > *X, vector<int> *M
) ;
vector<vector<int> > f l oyd ( int N, vector<vector<
int> > vec ) ;
l i s t <l i s t <int> > makeQ( int N, vector<vector<int> >
vec ) ;
f loat count_ng ( l i s t <l i s t <int> > Q, int p , set<int>A,
vector<f loat> x , vector<vector<int> > c ) ;
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set<int> pereborQ ( l i s t <l i s t <int> > Q, int p , vector<
f loat> x , vector<vector<int> > c , set<int>A_old) ;
s e t <int> centerAlg ( int p , set<int> A_old , l i s t <
f loat> L) ;
void read ( const char *prod , vector<vector<f loat> >
*X, vector<int> *M) ;
vector<vector<int> > read ( const char *graph , int *N
) ;
} ;
l i s t <l i s t <int> > OptimalAlloc : : makeQ( int N, vector<
vector<int> > vec ) {
l i s t <l i s t <int> > r e s u l t ;
for ( int i =0; i<N; i++ ) {
l i s t <int> l ;
l . push_back ( i ) ;
for ( int j =0; j<N; j++){
i f ( i != j ) {
bool f l a g = true ;
for ( l i s t <int >:: i t e r a t o r i t = l . begin ( ) ; i t !=
l . end ( ) ; i t++){
i f ( vec [* i t ] [ i ]>=vec [ j ] [ i ] ) {
f l a g=fa lse ;
l . i n s e r t ( i t , j ) ;
break ;
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}}
i f ( f l a g )
l . push_back ( j ) ;
}
}
l . push_front (1 ) ;
r e s u l t . push_back ( l ) ;
}
return r e s u l t ;
}
f loat OptimalAlloc : : count_ng ( l i s t <l i s t <int> > Q, int p ,
set<int>A, vector<f loat> x , vector<vector<int> > c ) {
f loat r e s u l t =0;
int h=0; // количе ство не распред еленных вершин
l i s t <vector<int> > m;
int co=0;
for ( l i s t <l i s t <int> >:: i t e r a t o r l i s = Q. begin ( ) ; l i s
!= Q. end ( ) ; l i s ++){
i f (* ( (* l i s ) . begin ( ) ) !=0){
vector<int> v ;
v . push_back ( co ) ;
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for ( l i s t <int >:: i t e r a t o r i t = (* l i s ) . begin ( ) ; i t
!= (* l i s ) . end ( ) ; i t++){
i f ( i t == (* l i s ) . begin ( ) )
i t++;
i f (A. f i nd (* i t )==A. end ( ) ) {
v . push_back (* i t ) ;
i f ( v . s i z e ( )==3)
break ;
}
}
h++;
m. push_back (v ) ;
}
else {
for ( l i s t <int >:: i t e r a t o r i t = (* l i s ) . begin ( ) ; i t
!= (* l i s ) . end ( ) ; i t++){
i f ( i t == (* l i s ) . begin ( ) )
i t++;
i f (* i t >99) {
r e s u l t += x [ co ]* c [ co ] [ * i t −100] ;
break ;
}
}
}
co++;
}
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i f (p−A. s i z e ( )<=h) {//прикрепляем к самым верхним элем
ентам не прикрепленных столбцов
for ( l i s t <vector<int> >:: i t e r a t o r i t = m. begin ( ) ;
i t != m. end ( ) ; i t++)
r e s u l t += x [ (* i t ) [ 0 ] ] * c [ (* i t ) [ 0 ] ] [ ( * i t ) [ 1 ] ] ;
i f (p−A. s i z e ( )<h) {//найти h−p+A. s i z e ( ) наиманьших р
азностей 6.20
l i s t <f loat> mmm;
for ( l i s t <vector<int> >:: i t e r a t o r i t = m. begin ( ) ;
i t != m. end ( ) ; i t++)
mmm. push_back (x [ (* i t ) [ 0 ] ] * ( c [ (* i t ) [ 0 ] ] [ ( * i t )
[2 ] ]− c [ (* i t ) [ 0 ] ] [ ( * i t ) [ 1 ] ] ) ) ;
mmm. s o r t ( ) ;
mmm. r ev e r s e ( ) ;
co=0;
for ( l i s t <f loat >:: i t e r a t o r i t = mmm. begin ( ) ; i t !=
mmm. end ( ) and co !=h−p+A. s i z e ( ) ; i t++){
co++;
r e s u l t+=* i t ;
}
}
}
else
r e s u l t=1E101 ;
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return r e s u l t ;
}
set<int> OptimalAlloc : : pereborQ ( l i s t <l i s t <int> > Q, int
p , vector<f loat> x , vector<vector<int> > c , set<int>
A_old) {//перебирает вс е вершины которые можно добави
ть
l i s t <l i s t <int> >:: i t e r a t o r l i s t_ ;
l i s t <int >:: i t e r a t o r it_ ;
f loat ng_=1e100 ;
int p_=0;
set<int>A;
while (p_<p) {
bool f l a g = fa l se ;
for ( l i s t <l i s t <int> >:: i t e r a t o r l i s = Q. begin ( ) ;
l i s != Q. end ( ) ; l i s ++){
i f (* ( (* l i s ) . begin ( ) ) !=0)
for ( l i s t <int >:: i t e r a t o r i t = (* l i s ) . begin ( ) ;
i t != (* l i s ) . end ( ) ; i t++){
i f ( i t == (* l i s ) . begin ( ) )
i t++;
i f (A. f i nd (* i t )==A. end ( ) and A_old . f i nd (* i t )
==A_old . end ( ) ) {
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A. i n s e r t (* i t ) ;
* i t=* i t +100;
*((* l i s ) . begin ( ) )=0;
f loat ng=count_ng (Q, p ,A, x , c ) ;
* i t=* i t −100;
*((* l i s ) . begin ( ) )=1;
A. e r a s e (* i t ) ;
i f ( ng<ng_) {
f l a g=true ;
ng_=ng ;
l i s t_=l i s ;
it_=i t ;
}
}
}
i f ( f l a g ) {
*((* l i s t_ ) . begin ( ) )=0;
* it_=*it_+100;
p_++;
A. i n s e r t (* it_−100) ;
f l a g= fa l se ;
}
}
}
return A;
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}vector<s e t <int> > OptimalAlloc : : BrachAndBound ( ) {
vector<s e t <int> > r e s u l t ;
l i s t <l i s t <int> > Q= makeQ(P, c ) ;
set<int> A_old ;
for ( int i =0; i<X. s i z e ( ) ; i++){
set< int> A_ = pereborQ (Q,M[ i ] ,X[ i ] , c , A_old) ;
A_old . i n s e r t (A_. begin ( ) ,A_. end ( ) ) ;
r e s u l t . push_back (A_) ;
}
return r e s u l t ;
}
class Covering
{
public :
s td : : vector<b i t s e t <100> > bitset_ ;
l i s t <pair<b i t s e t <100>, set<int> > > l i s t_ ;
int p ;
Covering ( std : : vector<vector<int> > c , int P, f loat l )
{
p=P;
for ( int i =0; i<c . s i z e ( ) ; i++){
pair<b i t s e t <100>, set<int> > temp ;
for ( int j =0; j<c . s i z e ( ) ; j++){
i f ( c [ i ] [ j ] <=l ) {
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temp . f i r s t [ j ]=1;
}
i f ( j != i )
temp . second . i n s e r t ( j ) ;
}
l i s t_ . push_back ( temp) ;
b i t se t_ . push_back ( temp . f i r s t ) ;
}
}
s e t <int> find_cover ing ( int step , set<int> A_old) {
s e t <int> r e s u l t ;
l i s t <pair<b i t s e t <100>, set<int> > > temp ;
for ( pair<b i t s e t <100> , set<int> > l : l i s t_ ) {
for ( int k : l . second ) {
i f (A_old . f i nd (k )==A_old . end ( ) ) {
i f (p==1 and bi t se t_ [ k ] . count ( )==bitset_ .
s i z e ( ) ) {
set<int> t ;
t . i n s e r t ( k ) ;
return t ;
}
b i t s e t <100> t = l . f i r s t | b i t se t_ [ k ] ;
i f ( t . count ( )==bitset_ . s i z e ( ) and p!=1){
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return makeset ( l . second , k , b i t se t_ . s i z e ( ) )
;
}
pair<b i t s e t <100>, set<int> > r ( l ) ;
r . second . e r a s e ( k ) ;
r . f i r s t=t ;
temp . push_back ( r ) ;
}
}
}
i f ( s tep+1 == p or p==1)
return r e s u l t ;
else {
l i s t_ = temp ;
return f ind_cover ing ( s tep+1,A_old) ;
}
}
private :
s e t <int> makeset ( set<int> t , int p , int P) {
s e t <int> r e s u l t ;
for ( int i =0; i<P; i++)
i f ( t . f i nd ( i )==t . end ( ) )
r e s u l t . i n s e r t ( i ) ;
r e s u l t . i n s e r t (p) ;
return r e s u l t ;
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}} ;
vector<s e t <int> > OptimalAlloc : : Center ( ) {
vector<s e t <int> > r e s u l t ;
set<int> A_old ;
l i s t <f loat> L ;
for ( int i =0; i<M. s i z e ( ) ; i++){
for ( int j =0; j<M. s i z e ( ) ; j++){
i f ( c [ i ] [ j ] !=0)
L . push_back ( c [ i ] [ j ] ) ;
}
L . s o r t ( ) ;
}
for ( int i =0; i<M. s i z e ( ) ; i++){
set< int> A_ = centerAlg (M[ i ] , A_old ,L) ;
A_old . i n s e r t (A_. begin ( ) ,A_. end ( ) ) ;
r e s u l t . push_back (A_) ;
}
return r e s u l t ;
}
s e t <int> OptimalAlloc : : centerAlg ( int p , set<int> A_old ,
l i s t <f loat> L){
s e t <int> r e s u l t ;
l i s t <f loat> : : i t e r a t o r t =L . begin ( ) ;
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do{
i f ( t==L . end ( ) ) {
r e s u l t . c l e a r ( ) ;
break ;
}
Covering cov ( c , p ,* t ) ;
r e s u l t = cov . f ind_cover ing (1 ,A_old) ;
t++;
}while ( r e s u l t . s i z e ( )<p) ;
return r e s u l t ;
}
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Приложение Б Программный код реализации
тестов
Ñêðèïò, ãåíåðèðóþùèé âõîäíûå äàííûå.
import subproces s
import random
import sys
def rand_distanse_adj_l i s t ( st , p , e ) :
s="p"+str (p)+"e"+str ( e )
r e s = open( s , "w" )
r e s . wr i t e ( str (p)+" "+str ( e )+"\n" )
l i s t_ = l i s t ( s t [ 1 : −2 ] . s p l i t ( " ,\n" ) )
t=False
for l in l i s t_ :
i f not t :
l_=l i s t ( l [ 1 : −1 ] . s p l i t ( " , " ) )
t = True
else :
l_=l i s t ( l [ 2 : −1 ] . s p l i t ( " , " ) )
r e s . wr i t e ( str ( l_ [ 0 ] )+" " )
r e s . wr i t e ( str ( l_ [ 1 ] )+" " )
r e s . wr i t e ( str ( random . random ( ) )+" " )
r e s . wr i t e ( str ( random . random ( ) )+"\n" )
#pr in t l i s t_
def rand_potr (N, p) :
s="N"+str (N)+"p"+str (p)
r e s = open( s , "w" )
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r e s . wr i t e ( str (p)+" "+str (N)+"\n" )
for m in range (1 ,N+1) :
random . seed ( )
#pr in t p/(2*N)+1
r e s . wr i t e ( str ( random . rand int ( 1 , ( p/(2*N) )+1) )+" " )
for t in range (p) :
r e s . wr i t e ( str ( random . random ( ) *10)+ " " )
r e s . wr i t e ( "\n" )
def main ( argv ) :
for p in range (10 ,10+ int ( argv ) ,5 ) :
e = p*(p−1)/10
pr = subproces s . Popen ( "python 
random_connected_graph . py −p "+str (p)+ " −e " +
str ( e ) , s h e l l=True , stdout=subproces s . PIPE)
rand_distanse_adj_l i s t ( pr . s tdout . read ( ) ,p , e )
for N in range ( 1 , 10 , 2 ) :
rand_potr (N, p)
return 0
i f __name__ == '__main__ ' :
print " h i "
main ( sys . argv [ 1 ] )
Ñêðèïò, çàïóñêàþùèé òåñòû.
import subproces s
import sys
import os
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import time
import threading , j son
class Command( object ) :
def __init__( s e l f , cmd) :
s e l f . cmd = cmd
s e l f . p roc e s s = None
s e l f . tim =None
s e l f . s tdout = None
def t o s t r ( s e l f , obj ) :
return "answer"
def run ( s e l f , t imeout ) :
def t a r g e t ( ) :
print ' Thread s t a r t ed '
s t a r t = time . time ( )
s e l f . p roc e s s = subproces s . Popen ( s e l f . cmd , s h e l l=
True , stdout=subproces s . PIPE)
s e l f . s tdout = s e l f . p ro c e s s . s tdout . read ( )
s e l f . p roc e s s . communicate ( )
i f 0 == s e l f . p roc e s s . re turncode :
s e l f . tim=time . time ( ) − s t a r t
else :
s e l f . tim= None
print ' Thread f i n i s h e d '
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thread = thread ing . Thread ( t a r g e t=ta rg e t )
thread . s t a r t ( )
thread . j o i n ( timeout )
i f thread . i s_a l i v e ( ) :
print ' Terminating proce s s '
s e l f . p roc e s s . terminate ( )
thread . j o i n ( )
return s e l f . t o s t r ( s e l f . s tdout ) , None
return s e l f . t o s t r ( s e l f . s tdout ) , s e l f . tim
print s e l f . p roc e s s . re turncode
def main ( argv1 , argv2 , argv3 ) :
P = {}
for p in range (10 ,10+ int ( argv1 ) ,5 ) :
e = p*(p−1)/10
ad j_ l i s t="p"+str (p)+"e"+str ( e )
N_={}
for N in range ( 1 , 10 , 2 ) :
XM="N"+str (N)+"p"+str (p)
print " t e s t  graph\\" +ad j_ l i s t+" graph\\"+XM
command = Command( " . / t e s t  graph/" +ad j_ l i s t+" 
graph/"+XM +" " +argv3 )
stdout_ , tim = command . run ( timeout=int ( argv2 ) )
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i f tim == None :
break ;
#pr = subprocess . Popen (" ./ t e s t graph /" +ad j_ l i s t
+" graph/"+XM , s h e l l=True , s t dou t=subprocess .
PIPE)
#tim=time . time () − s t a r t
N_[N]=[ stdout_ , tim ]
P[ p]=N_
print P
f i l e = open( " r e s u l t . j s on " , "w" )
f i l e . wr i t e ( j son . dumps(P, s epa ra t o r s=( ' , ' , ' : ' ) ) )
return P
i f __name__ == '__main__ ' :
st ime = time . time ( )
r e s u l t s = main ( sys . argv [ 1 ] , sys . argv [ 2 ] , sys . argv [ 3 ] )
print time . time ( ) − st ime
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